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Premi�ere partie

Introduction
Il n'est pas rare dans certains morceaux de musique actuels de trouver des

�echantillons de voix ou d'instruments qui ne soient pas r�eels : ces sons sont
souvent synth�etis�es par ordinateur. Si la synth�ese de la voix se r�ev�ele tr�es di�cile
(notamment pour lui donner une apparence humaine), la synth�ese d'intruments,
et notamment les percussions, est r�ealisable. Nous nous sommes donc pench�es
sur le probl�eme de la synth�ese de signaux percussifs.
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Deuxi�eme partie

Mod�elisation math�ematique d'un
signal percussif

Une percussion peut être raisonnablement approxim�ee par un excitation in-
�niment forte pendant une dur�ee nulle. Cette excitation "contient" toutes les
fr�equences du spectre. On consid�ere alors que le son produit par une percussion
est dû �a la r�esonance sur un temps plus ou moins long d'un petit nombre de
fr�equences. Les param�etres de ces r�esonances d�ependent des propri�et�es physiques
des mat�eriaux qui s'entrechoquent. Cela correspond donc �a un �ltrage.

On mod�elisera alors l'excitation par un dirac en temps t = 0. On peut
ensuite supposer qu'une fr�equence 1 r�esonne en s'att�enuant. Le mod�ele choisi
pour rendre compte de ce ph�enom�ene est celui d'un �ltre auto-r�egressif d'ordre
2 ou �ltre AR(2). Dans ce mod�ele, l'att�enuation est en exponentielle (les d�etails
sont explicit�es plus loin).

Un son percussif sera donc mod�elis�e ici comme une excitation de dirac �ltr�ee
par un banc de �ltres AR(2), chaque �ltre correspondant �a une fr�equence de
r�esonance.

1 Mod�elisation du ph�enom�ene

1.1 Les �ltres AR(2)
Les �ltres AR(2) ont un comportement tr�es simple. Si on nomme s[n] le

signal r�esultant du �ltrage de l'excitation g[n] par un �ltre AR(2), on a :

s[n] = a1s[n� 1] + a2s[n� 2] +Ag[n]

o�u A, a1 et a2 sont les param�etres du �ltre.
On a donc :

s[n]� a1s[n� 1]� a2s[n� 2] = Ag[n]
et dans le domaine fr�equenciel :

(1� a1e�i! � a2e�2i!)bs(ei!) = Abg(ei!)

soit : bs(ei!) =
A

1� a1e�i! � a2e�2i! bg(ei!)

d'o�u on d�eduit la fonction de transfert du �ltre :bh(ei!) =
A

1� a1e�i! � a2e�2i!

On veut �evidemment n'utiliser que des �ltres causaux et stables. La condition
n�ecessaire et su�sante est que les pôles de la transform�ee en z soient de modules
strictement inf�erieurs �a 1. Donc, il faut et il su�t que les racines de l'�equation :

z2 � a1z � a2 = 0 (1)

soient de module strictement inf�erieur �a 1.
1Dans un premier temps, une seule fr�equence. Bien sûr, par la suite, pour am�eliorer la

qualit�e du son synth�etis�e, on utilisera plusieurs fr�equences di��erentes
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Fig. 1 { Fonctions de transfert �a A et !0 �x�es, avec 1 > j�rougej > j�vertj >j�bleuj

1.2 Calcul de la r�eponse impulsionnelle
Pour calculer la r�eponse impulsionnelle, on utilise le fait que celle-ci est le

signal de sortie du �ltre excit�e par un dirac.
On a donc, pour tout n :

h[n] = a1h[n� 1] + a2h[n� 2] +A�[n]

Comme le �ltre est causal, on a :8<: h[n] = 0 si x < 0
h[0] = A
h[n]� a1h[n� 1]� a2h[n� 2] = 0 si x < 0

On peut donc voir (h[n])n�0 comme une suite r�ecurente d'ordre 2.
On tombe alors sur l'�equation (1) de pr�ec�edemment. On sait donc que les

racines seront de modules strictement inf�erieurs �a 1.
{ Si les racines sont r�eelles fx1; x2g, les suites solutions de l'�equation (1)

sont de la forme :

h[n] =
�
k1xn1 + k2xn2 si x1 6= x2
k1xn1 + k2nxn1 si x1 = x2

Ces deux formes de solutions forment des signaux qui ne sont pas int�eressants
dans notre �etude car soit ils sont inaudibles, soit ils forment des "clics",
qui n'ont pas de fr�equence de r�esonnance, et ne rentrent donc pas dans le
mod�ele �etudi�e.
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{ Le cas qui nous int�eresse est donc celui o�u les deux racines sont complexes
conjugu�ees f�ei!0 ; �e�i!0g. La suite r�ecurrente est donc de la forme :

h[n] = k1�neni!0 + k2�ne�ni!0

Les conditions initiales sont :�
h[�1] = 0 = ��1(k1e�i!0 + k2ei!0)
h[0] = A = k1 + k2

Un calcul rapide donne :(
k1 = A

1�e�2i!0 = Aei!0

2i sin(!0)

k2 = A
1�e2i!0 = �Ae�i!0

2i sin(!0)

On en d�eduit alors la r�eponse impulsionelle du �ltre :

h[n] =
A

sin!0
�n sin(!0(n+ 1))

Cette r�eponse est donc une sinuso��de (qui oscille �a la fr�equence de r�esonnance)

Fig. 2 { R�eponses impultionnelles des courbes pr�ec�edentes

modul�ee en amplitude par une exponentielle d�ecroissante, conform�ement
aux hypoth�eses formul�ees plus haut. A

sin(!0) repr�esente alors l'amplitude
initiale du son, � est le facteur d'amortissement (� < 1). En�n, !0 est la
pulsation du son. Notons que � est aussi li�e �a la "largeur" du pic de la
fonction de transfert en !0. Plus � est proche de 1, moins le son s'amortit
et plus le pic est \�etroit", et inversement.
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2 D�eroulement th�eorique du travail
Pour chaque son percussif, il su�ra donc en th�eorie d'e�ectuer les op�erations

suivantes :
{ A partir d'un son r�eel, et pour chaque fr�equence de r�esonance !i

1. mesurer exactement cette fr�equence !i
2. mesurer l'amplitude de cette fr�equence �a des temps successifs 2

3. en d�eduire le facteur d'amortissement �i et l'amplitude A0i = Ai
sin(!i)

{ Sauvegarder ces coe�cients (!i; �i; A0i)i
{ Synth�etiser une percussion �a l'aide de la formule suivante :

R[n] =
nX
i=1

(A0i�ni sin(n+ 1)!i)

2On consid�ere dans cette partie que les fr�equences de r�esonance sont assez �eloign�ees pour
que l'amplitude mesur�ee corresponde uniquement au �ltre consid�er�e, et que l'inuence des
�ltres voisins soit n�egligeable. Cette amplitude doit alors être une fonction exponentielle
d�ecroissante du temps.
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Troisi�eme partie

R�ealisation en pratique
Essayons maintenant de r�ealiser en pratique le d�eroulement �etabli dans le

paragraphe pr�ec�edent. On se heurte alors �a plusieurs probl�emes :
{ Un son r�eel comporte toujours du bruit : comment distinguer les fr�equences

utiles des fr�equences dues au bruit ?
{ La mesure exacte d'une fr�equence est assez compliqu�ee : il faudra �ecrire

un algorithme de d�etection de pics, qui induira in�evitablement des erreurs.
{ Une fois la fr�equence bien d�etermin�ee, la mesure de son amplitude en plu-

sieurs points n'est pas di�cile. Mais il faut savoir jouer avec la pr�ecision de
chaque point et le nombre de points (qui doit être su�sant pour e�ectuer
l'�etape suivante).

{ La d�eduction du param�etre �i n'est pas �evidente : il faut �elaborer un
algorithme de r�egression exponentielle.

{ L'�etape de synth�ese est elle sans probl�eme particulier.

1 D�etermination des di��erentes fr�equences

Fig. 3 { Exemple de transform�ee de Fourier d'un son "r�eel" : le spectre est
bruit�e

On peut supposer que le bruit a une amplitude su�sament faible par rapport
au son enregistr�e. Ainsi, les fr�equences du bruit ont une basse amplitude, et on
ne travaille que sur les fr�equences dont l'amplitude est sup�erieure �a un certain
seuil. Notre m�ethode a �et�e la suivante :

{ On ne travaille bien sûr avec uniquement la premi�ere moitit�e de la FFT,
la deuxi�eme partie �etant redondante.

{ On d�etermine la variance moyenne locale.
{ D�es qu'un point v�eri�e les conditions suivantes :

{ Maximum local
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{ Amplitude au-dessus d'un certain seuil (que l'on fait varier en fonction
de la fr�equence)

{ Variance en ce point sup�erieure �a tol�erance multipli�e par la variance
moyenne locale. (On prend tol�erance de l'ordre de 1.5).

{ Alors on sauvegarde son abscisse (fr�equence) et son ordonn�ee (son ampli-
tude)

Fig. 4 { Exemples de d�etection de fr�equences. Sur ces �gures, les traits verticaux
rouges repr�esentent les fr�equences d�etect�ees. On voit que certaines fr�equences
aig�ues (�a gauche) ou que des fr�equences entour�ees par des fr�equences de trop
grande importance (�a droite) ne sont pas d�etect�ees.

Nous prenons donc le son r�eel, fenêtr�e avec une grande fenêtre (de l'ordre
de 8000 ou 16000 points), puis nous appliquons notre algorithme pics2 pour en
retirer les fr�equences sur lesquelles nous travaillerons ensuite.
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2 D�etermination de l'�evolution de l'amplitude
de la fr�equence

Une fois que l'on connâ�t pr�ecis�ement la fr�equence !i du �ltre que l'on
�etudie, on cherche �a d�eterminer les autres param�etres �i et Ai. Pour cela, il
faut connâ�tre l'�evolution temporelle de l'amplitude de la fr�equence consid�er�ee.

Nous avons choisi la repr�esentation la plus classique, c'est-�a-dire une trans-
form�ee de Fourier discr�ete �a fenêtre glissante, avec une fenêtre plus petite que
celle utilis�ee plus haut (de l'ordre de 1024 points). En fait, on utilise des fenêtres
de taille variable, pour que cette taille soit un nombre entier de fois la p�eriode
du son �etudi�e quand cela est possible :

largeurfenetre = min(1024; kP ), avec P periode et k 2 N

De cette fa�con, l'amplitude de Fourier ne d�epend pas de la phase de l'oscil-
lation. Pour une fr�equence de r�esonance !i, le signal est de la forme :

h[n] = A0i�ni sin(!i(n+ 1))

3 D�etermination du facteur �i
Il a d�ej�a fallu d�eterminer un algorithme de r�egression exponentielle. Voil�a le

Fig. 5 { R�esultat de l'algorithme "naif" de r�egression exponentielle (�a gauche)
et logarithme de ces courbes(�a droite)

r�esultat que l'on obtient avec un algorithme tr�es simple de r�egression exponen-
tielle, qui consiste �a faire une r�egression lin�eaire sur le logarithme du signal. On
remarque que cette r�egression ne donne pas de r�esultats su�sants pour notre
�etude. En e�et, le log att�enue les grandes di��erences, et donc a fait disparâ�tre
le pic initial.

Nous avons alors cr�e�e un algorithme qui minimise la norme
P
x f(x)2w(x)2

o�u f est le signal et w est une fonction poids. En prenant une fonction de poids
de la forme

w(x) =
1
x3 ou e�x

10



on trouve une r�egression qui "colle" beaucoup plus aux premiers points. Cette
r�egression donne des r�esultats plus int�eressants que l'algorithme na��f.

Mais on trouve encore un pic de d�epart est encore mal repr�esent�e. En e�et, la
phase du d'attaque (d'amplitude plus faible que le pic) nuit �a la repr�esentation de
la hauteur de ce pic dans la r�egression. Nous avons donc coup�e le signal de t = 0
�a t = t0 tel que f(t0) = max(f). Ce proc�ed�e enl�eve la phase d'attaque et apr�es
r�egression, le pic est bien repr�esent�e (bonne amplitude et bonne d�ecroissance).
Cet algorithme n'est pas bon dans les basses amplitudes, mais cela n'a pas

Fig. 6 { Le r�esultat de notre algorithme

grande importance : l'oreille distingue beaucoup moins bien les nuances �a ces
amplitudes. Cependant, on peut d�ej�a s'attendre �a ce que la d�ecroissance du son
va être ampli��ee : le son synth�etis�e va donc parâ�tre "�etou��e".
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Quatri�eme partie

Les r�esultats obtenus
Il est bien sûr di�cile de retranscrire des r�esultats sonores sur un rapport.

Cependant, certaines courbes peuvent peuvent permettre de se faire une id�ee
des r�esultats que nous avons obtenus.

1 Synth�ese sur di��erents instruments

1.1 Triangle

Fig. 7 { Le son r�eel d'un triangle et le son synth�etis�e

Notre algorithme donne de tr�es bons r�esultats sur cet instrument. Le seul
d�efaut est le rendu des battements un peu plus faible que dans la r�ealit�e : on le
voit tr�es bien sur la �gure 7.

1.2 Cloche
Ce son a lui l'e�et inverse : l'e�et de battement est ampli��e par rapport au

son de d�epart (�gure 8). Le son est �egalement un peu vite "�etou��e".

Fig. 8 { Le son r�eel d'une cloche et le son synth�etis�e
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1.3 Piano
Cet instrument a �et�e �etonnament bien synth�etis�e, d'autant plus qu'il s'agis-

sait d'un accord (Figure 9). Le son en revanche est rapidement �etou��e. Plus

Fig. 9 { La repr�esentation de Fourier du son r�eel d'un piano et du son synth�etis�e

g�en�eralement, notre algorithme marche d'autant mieux que les fr�equences sont
isol�ees, comme c'est le cas pour le piano et le triangle.

1.4 Cymbale
La synth�ese de cet instrument donne un son m�etallique, et la phase d'attaque

est absente (Figure 10).

Fig. 10 { La repr�esentation amplitude-temps du son r�eel d'une cymbale et du
son synth�etis�e

1.5 Gong
La synth�ese de ce son est particuli�erement m�ediocre (son m�etallique, pr�esence

de 'clics', r�esonnance tr�es courte). Cela s'explique par le nombre important de
fr�equences mises en jeu (Figure 11).
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Fig. 11 { La repr�esentation de Fourier du son r�eel d'un gong et du son synth�etis�e.
Le son du gong a du mal �a être synth�etis�e. (Les deux graphiques sont �a la même
�echelle)

2 Des id�ees d'am�elioration

2.1 Les fr�equences aig�ues
On voit clairement sur la �gure 11 que les fr�equences ne se retrouvent pas

dans la synth�ese. Cela provient de l'algorithme de d�etection de pics qui ne donne
pas de tr�es bons r�esultats dans les hautes fr�equences. En e�et, certains sons per-
cussifs contiennent des fr�equences de r�esonance dans l'aigu avec des amplitudes
faibles et leur d�etection est donc d�elicate. Certains sons semblent aussi contenir
des "bruits color�es" dans les fr�equences aig�ues. Cela se traduit par de nombreux
pics et creux d'amplitudes faibles dans la FFT, qui ne correspondent pas �a des
fr�equences de r�esonance, mais �a la r�ealisation d'un processus al�eatoire.

Ces "bruits" sont souvent importants pour la reconnaissance du son �a l'oreille
car leur �energie est assez importante, malgr�e les valeurs faibles de leur trans-
form�ee de Fourier. Mais la faiblesse de ces valeurs ainsi que la structure de
"bruit" rend di�cile la s�eparation des pics dûs au son �etudi�e et de ceux dûs au
bruit de fond.

Nous avons tent�e de consid�erer tous les maxima locaux de la FFT comme
des fr�equences de r�esonance. Le son obtenu est e�ectivement plus r�ealiste, mais
il ne se confond toujours pas avec le son de d�epart. De plus le bruit de fond
pr�esent dans l'enregistrement est reproduit dans la synth�ese et les temps de
calculs sont excessivement longs, ce qui rend cette m�ethode inexploitable. Et
du point de vue de la compression, elle est tr�es mauvaise puisque le nombre de
�ltres mod�elis�es est grand (il peut varier jusqu'�a la moiti�e du nombre de points
de la FFT). La taille des donn�ees utilis�ees pour synth�etiser le son est alors de
l'ordre de la taille de l'enregistrement initial, ce qui est tr�es grand.

2.2 Amplitude de la fr�equence
On rappelle la formule �etablie en 2

h[n] = A0i�ni sin(!i(n+ 1))

Malheureusement, l'�evolution temporelle r�eelle ne correspond pas exactement �a
ce r�esultat th�eorique. Cela est dû �a plusieurs facteurs.
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Tout d'abord, l'hypoth�ese sur "l'�eloignement" des fr�equences de r�esonance
peut ne pas être satisfaite. On a alors des inuences des fr�equences voisines,
comme par exemple des e�ets de battement. Une autre explication concerne le
bruit de fond : pour certaines fr�equences d'amplitudes faibles, la part due au
bruit de fond peut ne pas être n�egligeable devant celle dûe au sons analys�e.

En�n, certains sons ou composantes de sons ne sont tout simplement pas
bien approxim�es par le mod�ele que nous utilisons, et l'�evolution temporelle de
certaines fr�equences n'est alors pas celle pr�evue. Le son produit par une cymbale,
par exemple, contient une phase d'augmentation d'intensit�e apr�es le choc (�gure
10), ce dont le mod�ele de �ltres AR(2) ne rend pas compte. Le gong a lui une
phase tr�es rapide de descente, puis une d�ecroissance tr�es lente (�gure 12), ce qui
ne peut être repr�esent�e par notre mod�ele exponentiel.

Fig. 12 { L'�evolution de l'amplitude d'une fr�equence d'un gong et sa r�egression

Nous avons donc tent�e de mod�eliser cette phase d'attaque, dans le domaine
fr�equentiel, par une fonction a�ne, puis d'utiliser le mod�ele exponentiel dans la
phase de descente. Mais, si non seuleument un �ltre repr�esent�e par une fonction
a�ne n'est pas un �ltre AR(2), on a �egalement le probl�eme de recollement entre
les 2 phases. Cette solution s'�eloignant trop du sujet initial et se trouvant être
trop complexe, a �et�e abandonn�ee.
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Cinqui�eme partie

Conclusion
Ce projet avait pour but de synth�etiser un signal percussif, �a l'aide d'un

mod�ele simple. Si sur certains instruments (triangle, piano, cloche, ...) ce mod�ele
exponentiel marche tr�es bien, pour d'autres instruments, ce mod�ele se r�ev�ele être
insu�sant. D'autres mod�eles plus avanc�es sont donc n�ecessaires pour permettre
la synth�ese de tels sons.

En supposant une telle synth�ese r�ealis�ee, on aurait alors la possibilit�e de
m�elanger 2 percussions a priori totalement di��erentes, de cr�eer une musique
�a l'aide d'une simple partition de percussions, de modi�er la sonorit�e de per-
cussions d�ej�a existantes, voire peut-même de compresser certaines parties de
�chiers musicaux par un algorithme de ce genre (plus e�cace qu'un algorithme
classique), et bien plus encore.
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